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Введение: Прямые vs. итерационные методы
Дано: невырожденная A ∈ Rn×n, вектор b ∈ Rn.
Цель: найти x ∈ Rn: Ax = b.

Прямые методы (LU разложение)
! Подходят и для плотных, и для разреженных A.
! Для плотных: O(n3) FLOPs и O(n2) память

n 103 104 105

Time 0.4 s 6 s 1.7h
Mem(A) 8Mb 0.8Gb 80Gb

! Для разреженных матриц обычно невозможно
добиться оптимальной сложности O(n).

Итерационные методы
Пример: метод простой итерации (Richardson iteration):

xk+1 = xk + τ(b−Axk), τ ∈ R.
! Сложность определяется вычислением Axk.
! Количество итераций K = K(n, ε)

Сначала
закончится
память
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Введение: матвеки

Матрично-векторное произведение (матвек):

y = Ax

! Произвольная плотная A: O(n2) операций и памяти.

! Разреженная A: O(MMx(A)) операций и памяти,
где MMx(A)— число ненулевых элементов (#nonzeros).

A xy

= ×

— нулевые элементы

! Сложность меньшеO(n2) для некоторых структурированных
матриц (Фурье, теплицевы, циркулянты, ганкелевы, ...), а
также для матриц с блоками малого ранга (H, H2 матрицы).
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Одношаговые итерационные методы

Сегодня будем рассматривать одношаговые методы:

xk+1 = xk + τk P−1(b−Axk),

где τk ∈ R и P ∈ Rn×n подбираются для ускорения сходимости.

! Если τk ≡ 1, P = A, то сойдется за 1 итерацию, но умножить
на A−1 так же сложно, как и решить Ax = b.

! P надо выбирать “близким” к A, но, при этом, чтобы на P−1

было быстро умножать. Например,

! P – диагональная часть A (метод Якоби при τk = 1)
! P – нижнетреугольная часть A (Гаусс-Зейдель при τk = 1)

! Будем рассматривать τk = τ (метод простой итерации) и
переменное τk (градиентный спуск, метод Чебышёва).
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План

Метод простой итерации

Градиентный спуск

Чебышёвский итерационный метод
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Метод простой итерации
Положим τk ≡ τ и перепишем в следующем виде:

xk+1 = xk + τ P−1(b−Axk) ≡ Gxk + g,

где G = (I− τ P−1A) и g = τP−1b.
Теорема
Итерационный процесс xk+1 = Gxk + g, сходится к
единственному решению для любого начального
приближения x0 и любого g тогда и только тогда, когда ρ(G) < 1.

Следствие
Если ‖G‖ < 1 для некоторой матричной ‖ · ‖, то xk+1 = Gxk + g
сходится к единственному решению для любого x0.
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Метод простой итерации
Пусть A = L+D+U, где D = diag(A), а L,U – нижне- и
верхнетреугольная части A без диагонали.

Утверждение (сходимость метода Якоби)
Пусть матрица A обладает свойством строгого строчного
диагонального преобладания: |aii| >

∑
j#=i |aij|, тогда процесс:

xk+1 = xk +D−1(b−Axk), (метод Якоби)

сходится для любого x0.

Утверждение (сходимость метода Гаусса-Зейделя)
Пусть A = Aᵀ > 0. Тогда процесс:

xk+1 = xk + (L+D)−1(b−Axk), (метод Гаусса-Зейделя)

сходится для любого x0.
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Метод простой итерации
Рассмотрим итерационный процесс

xk+1 = xk + τ(b−Axk).

Утверждение (сходимость метода простой итерации)
Пусть A = Aᵀ > 0 с собственными значениями λ1 ≥ · · · ≥ λn > 0.
1. Если 0 < τ < 2/λ1, то {xk} сходится для любого x0.
2. τ = τopt ≡ 2

λ1+λn
минимизирует ‖I− τA‖2, и для ошибки

ek ≡ x− xk справедливо

‖ek+1‖2 ≤ cond2(A)− 1

cond2(A) + 1
‖ek‖2

Доказательство.

! ‖x−xk+1‖2 = ‖x−xk−τ(b−Axk)‖2 = ‖x−xk−τ(Ax−Axk)‖2 =
‖(I− τA)(x− xk)‖2 ≤ ‖I− τA‖2‖x− xk‖2.

! ‖I− τA‖2 = maxi |1− τλi| < 1 ⇒ −1 < 1− τλi < 1 ⇒ 0 < τ <
2/λi ∀i.

! ‖I− τoptA‖2 = maxi
|λ1+λn−2λi|

λ1+λn
= λ1−λn

λ1+λn
= λ1/λn−1

λ1/λn+1 = cond2(A)−1
cond2(A)+1 .
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Ax = b как задача минимизации
Предположение: A = Aᵀ > 0

Хотим, чтобы x∗ = A−1b было также решением некоторой
задачи оптимизации:

x∗ = argmin
x∈Rn

f(x).

Выбор f(x):
! ‖x− x∗‖22 — необходимо знать x∗.

! ‖x− x∗‖2A, где ‖x‖A
def
=

√
xᵀAx :

‖x− x∗‖2A = (x− x∗)
ᵀA(x− x∗) =

= xᵀAx− 2xᵀAx∗ + xᵀ
∗Ax∗ =

= xᵀAx− 2xᵀb+ const.

Таким образом, будем использовать f(x) =
1

2
xᵀAx− xᵀb.

x∗ – точка глобального мин. ‖x− x∗‖2A и f(x) по построению.
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Ax = b как задача минимизации

f(x) =
1

2
xᵀAx− xᵀb.

Пример

A =

[
4 0
0 1

]
, b =

[
0
0

]
⇒ f(x) =

1

2

(
4x21 + x22

)
− 0.

Функция f(x) Изолинии
f(x) = const

11



Ax = b как задача минимизации

f(x) =
1

2
xᵀAx− xᵀb.

Пример

A = U
[
4 0
0 1

]
Uᵀ, U =

[
cos π

4 − sin π
4

sin π
4 cos π

4

]
, b =

[
1
1

]

Функция f(x) Изолинии
f(x) = const
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Ax = b как задача минимизации

f(x) =
1

2
xᵀAx− xᵀb.

Пример

A =

[
2 0
0 −2

]
, b =

[
0
0

]
⇒ f(x) =

1

2

(
2x21 − 2x22

)
− 0

Функция f(x) Изолинии
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Ax = b как задача минимизации

f(x) =
1

2
xᵀAx− xᵀb

непрерывно дифференцируема и ∇f = Ax− b. Действительно,

f(x+ h) =
1

2
(x+ h)ᵀA(x+ h)− (x+ h)ᵀb =

=
1

2
xᵀAx+ xᵀAh+

1

2
hᵀAh− xᵀb− hᵀb =

= f(x) + (Ax− b)ᵀh+
1

2
hᵀAh.

(♣)

14



Градиентный спуск

Хотим улучшить xk, используя
направление dk и длину шага τk:

xk+1 = xk + τkdk.

Вспомним формулу (♣):

f(x+ h) = f(x) +∇f(x)ᵀh+
1

2
hᵀAh, ∇f(x) = Ax− b.

Выбор направления dk

Хотим найти d : ‖d‖2 = 1, который минимизирует производную
по направлению:

∇d f(x) = lim
τ→0

f(x+ τd)− f(x)
τ

(♣)
= ∇f(x)ᵀd = ‖∇f(x)‖2 cos θ → min

θ

Значит, dk = −∇f(xk) = b−Axk = rk — вектор невязки.
15
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Метод наискорейшего спуска
(градиентный спуск с оптимальным выбором τk)

Мы выбрали dk = −∇f(xk) = rk.
Найдем τk (line search):

τk = argmin
τ∈R

f(xk + τrk).

Вспомним формулу (♣):

f(x+ h) = f(x) +∇f(x)ᵀh+
1

2
hᵀAh, ∇f(x) = Ax− b.

Поиск τk

f(xk + τrk)
(♣)
= f(xk)− τrᵀkrk +

τ2

2
rᵀkArk.

∂f(xk + τrk)
∂τ

= −rᵀkrk + τrᵀkArk
!
= 0 ⇒ τk =

rᵀkrk
rᵀkArk

.

∂2f(xk + τrk)
∂τ2

= rᵀkArk > 0.

16



Метод наискорейшего спуска
Метод можно записать как:

xk+1 = xk + τk
(
b−Axk︸ ︷︷ ︸

rk

)
, τk =

rᵀkrk
rᵀkArk

.

Эффективный алгоритм
! Проблема: 2 матвека (Axk и Ark) на каждой итерации.
! Наблюдение: rk+1 = rk − τkArk.

r0 = b−Ax0

for k = 0, 1, . . . until convergence do

τk =
rᵀkrk
rᵀkArk

xk+1 = xk + τkrk
rk+1 = rk − τkArk

Критерий остановки: k > kmax или ‖Axk − b‖2 ≤ iQH
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Сходимость метода
Теорема (Сходимость наискорейшего спуска)
Пусть A = Aᵀ > 0 и xk сгенерировано с помощью метода
наискорейшего спуска, тогда для ошибки ek := x∗ − xk
справедливо:

‖ek+1‖A ≤ cond2(A)− 1

cond2(A) + 1
‖ek‖A,

Доказательство.
1. 2f(x) + const = ‖x− x∗‖2A, так что

τk = argmin
τ

f(xk + τrk) = argmin
τ

‖xk + τrk − x∗‖2A.

2. ‖ek+1‖2A
1.
= min

τ
‖xk+τrk−x∗‖2A

∀t
≤ ‖xk+trk−x∗‖2A = ‖(I−tA)ek‖2A

= ‖A1/2(I− tA)ek‖22 = ‖(I− tA)A1/2ek‖22 ≤ ‖I− tA‖22 ‖ek‖2A.
3. Выберем t = 2

λ1+λn
.
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План

Метод простой итерации

Градиентный спуск

Чебышёвский итерационный метод
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Чебышёвский итерационный метод
Хотим ускорить сходимость

xk+1 = xk + τk(b−Axk),

по сравнению с простой итерацией и наискорейшим спуском.
Идея
Будем оптимизировать по всем итерациям:

‖ek‖2 = ‖(I− τk−1A)ek−1‖2 = ‖(I− τk−1A) . . . (I− τ0A)e0‖2 =

= ‖pk(A)e0‖2 ≤ ‖pk(A)‖2‖e0‖2, pk ∈ Pk, pk(0) = 1.

Из собственного разложения A = UΛU∗ получим

‖pk(A)‖2 = ‖Upk(Λ)U∗‖2 = ‖pk(Λ)‖2 = max
i

|pk(λi)|≤ max
λ∈[λn,λ1]

|pk(λ)|.

Итог – хотим решить минимакс задачу:

min
pk∈Pk

pk(0)=1

max
λ∈[λn,λ1]

|pk(λ)|,

то есть найти полином, наименее отклоняющийся от 0 на [λn,λ1].
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Чебышёвский итерационный метод

Решение задачи
min
pk∈Pk

pk(0)=1

max
λ∈[λn,λ1]

|pk(λ)|,

можно выразить с помощью полиномов Чебышёва.

Полиномы Чебышёва
T0(x) = 1, T1(x) = x,
Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . .

Альтернативные формулы:

1. Tn(x) =

{
cos(n arccos x), |x| ≤ 1

ch(n arcchx), |x| > 1

2. Tn(x) = 1
2

(
(x+

√
x2 − 1)n + (x+

√
x2 − 1)−n) ∀x ∈ C

21
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Чебышёвский итерационный метод
Теорема
Пусть ξ .∈ [a,b]. Решение задачи

min
pk∈Pk

pk(ξ)=M

max
λ∈[a,b]

|pk(λ)|,

имеет вид

pk(λ) =
M

Tk
(

2ξ−a−b
b−a

)Tk
(
2λ− a− b

b− a

)
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Чебышёвский итерационный метод

! Обозначим σ(x) = x+
√
x2 − 1, тогда Tk(x) = 1

2 (σ(x)
k + σ(x)−k)

! Применяя теорему приM = 1, [a,b] = [λn,λ1] и учитывая, что
|Tk(x)| ≤ 1 при x ∈ [−1, 1], получим:

pk(λ) ≤
1

Tk
(

λ1+λn
λ1−λn

) =
2σ
(

λ1+λn
λ1−λn

)k

1 + σ
(

λ1+λn
λ1−λn

)2k ≤ 2σ

(
λ1 + λn
λ1 − λn

)k

,

где

σ ≡ σ

(
λ1 + λn
λ1 − λn

)
=

λ1 + λn
λ1 − λn

+

√(
λ1 + λn
λ1 − λn

)2

+ 1 =

√
λ1
λn

− 1
√

λ1
λn

+ 1

! Итог:

‖ek‖2 ≤ 2

(√
cond2(A)− 1√
cond2(A) + 1

)k

‖e0‖2,

где 1/τk – корни pk(λ).
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