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Метод сопряженных градиентов (CG)

Ax∗ = b, A = Aᵀ ! 0.

Результаты из прошлой лекции
CG как оптимизация на подпространствах Крылова:

xk = argmin
x∈x0+Kk(A,r0)

‖x− x∗‖A.

Отсюда мы получили “короткие” рекуррентные соотношения:

xk = xk−1 + αkpk,
rk = rk−1 − αkApk,
pk+1 = rk + βkpk.
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Сходимость CG
Лемма
Пусть A = Aᵀ ! 0. Тогда для CG справедлива следующая оценка:

‖ek‖A ≤ min
pk:pk(0)=1

max
i

|pk(λi)| ‖e0‖A.
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Сходимость CG

max
i

|pk(λi)| ≤ max
λ∈[λn,λ1]

|pk(λ)|.

Поэтому для CG справедлива оценка, аналогичная оценке для
метода Чебышёва:

‖ek‖A ≤ 2





√
λ1
λn

− 1
√

λ1
λn

+ 1





k

‖e0‖A.

Но можно лучше!

5

" lulla E ftp.T, = , Yax Ipa
(dill Heo Ila



Сходимость CG

max
i

|pk(λi)| ≤ max
λ∈[λn,λ1]

|pk(λ)|.

Поэтому для CG справедлива оценка, аналогичная оценке для
метода Чебышёва:

‖ek‖A ≤ 2





√
λ1
λn

− 1
√

λ1
λn

+ 1





k

‖e0‖A.

Но можно лучше!

5

" lulla E ftp..cn, = , MY 1Pa (dill Heo Ila

,Coudz(AT gone A = AT > o



Сходимость CG
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Метод обобщенных минимальных невязок
(GMRES)

Общий случай: A : det(A) %= 0.

xk = argmin
x∈x0+Kk(A,r0)

‖Ax− b‖2.

“Короткие” формулы аналогичные CG получатся только при
A = Aᵀ. В этом случае метод называется KBM`2b.
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Ортогонализация подпространств Крылова
Нам понадобится Qk = [q1, . . . ,qk] – ортогональный базис в
Kk(A, r0), полученный с помощью ГШ ортогонализации системы
векторов {r0,Ar0, . . . ,Ak−1r0}.

Утверждение (соотношение Арнольди)

AQk = Qk+1Ĥk

где Ĥk ∈ R(k+1)×k – верхняя хессенбергова.
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Ортогонализация подпространств Крылова

Следствие
Матрица (Qᵀ

kAQk) ∈ Rk×k является верхней хессенберговой, а в
случае A = Aᵀ — трехдиагональной.
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GMRES

xk = argmin
x∈x0+Kk(A,r0)

‖Ax− b‖2.
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GMRES

Параметр `2bi�`i
В отличии от cg и minres, в gmres на k-й итерации необходимо
хранить O(k) векторов. Поэтому метод перезапускают каждые
`2bi�`i итераций, начиная с x0 := x`2bi�`i.
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Предобуславливание
a.k.a. переобуславливание, preconditioning

Ax = b
P−1
L Ax = P−1

L b
(P−1

L AP−1
R )(PRx) = P−1

L b

Получаем эквивалентную предобусловленную систему:

(P−1
L AP−1

R )y = P−1
L b, x = P−1

R y,

где PL,PR (левый и правый предобуславливатель):
! итерационный процесс с P−1

L AP−1
R сходится быстро:

cond2(P−1
L AP−1

R ) ≈ 1, с.з. были кластеризованы и т.д.
! матвеки P−1

L x и P−1
R x быстро вычислять.
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Примеры предобуславливателей

1. Пусть A = L+D+U.
! Якоби (P = D)
! Гаусс-Зейдель (P = L+D)
! послед. верхней релаксации (P = ω−1(D+ ωL)), ...

2. Блочные версии предобуславливателей из 1. Например,
блочный Якоби:

P =




A11

. . .
Abb



 , где A =




A11 . . . A1b
...

. . .
...

Ab1 . . . Abb





3. Неполное разложение Холецкого или LU (incomplete LU, ILU).
Отбрасываем заполнения:
! По шаблону (e.g., оставляем ненул. элем. как в Ak, k ≥ 1).
! и/или пренебрегая элементами ≤ заданной величины

(/`QTiQH параметр).
! ...
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Предобуславливание CG

Вообще говоря, нельзя использовать только левый или только
правый предобуславливатели для CG:

P−1Ax = P−1b,

так как (P−1A)ᵀ %= P−1A.

Формально запишем P = CᵀC и рассмотрим:

C−ᵀAC−1y = C−1b.

Итоговые формулы CG можно привести к виду только с P−1 (ДЗ).
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Итог
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